Matematica II Elipse Ing. Avila — Ing. Moll

ELIPSE

P1(X;y)

M
X
(030)

Es el conjunto de puntos del plano, tales que la suma de las distancias a dos
puntos fijos llamados focos es constante.

PF +PBF =PF +PF =PF +PF =cte = 2a
Siendo “2a” la longitud del diametro mayor de la elipse.

Elementos de la elipse

Wi Pi(x;y)

V2

2C
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Vi, Vo ,Wi ,W; = vértices de la elipse

Fi , F» = focos de la elipse

O = centro de la elipse = punto medio del segmento FF,

Segmento \E

diametro mayor = 2a

Segmento WW, = diametro menor

a = semidiametro mayor
b = semidiametro menor

c = semidistancia focal

2c = distancia focal = segmento FF,

Como el vértice V1 es un punto de la elipse, se debe dar que la suma de las
distancias desde este punto a los focos sea igual a 2a.
Es decir que:

V1 F1 F2 V2

\E+\E=cte=2a | !
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Pero: V|F =V,F,

Entonces: V,F +V,F, =V,F, +V,F, = 2a

El vértice W; también es un punto de la elipse, por lo que W,F, + W,F, = 2a

Eso quiere decir que la distancia desde W a cualquiera de los focos debe ser
igual a “a” Y

Por el teorema de
Pitagoras sera:

a?=b’+¢c




Matematica II Elipse Ing. Avila — Ing. Moll

Excentricidad de /a elipse

Se entiende por excentricidad a la relacion entre c y a.

Como “a” es mayor que “c”, el valor de la excentricidad estara entre 0 y 1.

) c ) )
Sie=0 = —=0 = ¢c=0 = a=b = esunacircunferencia
a

Sie=1 implica que los focos se alejan entre si y “c” tiende a igualarse con
“a”, de modo que la elipse se estira hasta convertirse en una recta.

a a
I —
C C

Ecuacion de la elipse (cuando el centro coincide con el origen
de coordenadas)
X2 2
— + y_2 =1
a b

Esta ecuacion representa a cualquier punto perteneciente a la elipse, es decir
que para un semieje “a” y otro semieje “b” conocidos, cualquier punto cuyas
coordenadas (x:y) verifiqguen esta ecuacion (es decir que operando la ecuacion
se iguale a 1) pertenecera a la elipse. En caso de que la ecuacion de un valor
distinto de 1, el punto no pertenecera a la elipse.



Matematica II Elipse Ing. Avila — Ing. Moll

Ejemplo: Verificar si para la ecuacidon dada los puntos A (4:0) y B (5;0)

pertenecen a la elipse.

2 2
X y
— t =1

4 2
Punto A (4;0):

Reemplazamos en la ecuacion los valores x =4 y = 0 (coordenadas del
punto A).

N

4
— +

2
4° -t

I\)|O
N

Operamos en la ecuacion y obtenemos: 1 +0=1

Vemos que la igualdad se verifica, es decir que ( 1 = 1), que implica que el
punto A si pertenece a la elipse.

Punto B (5;0):

Reemplazamos en la ecuacion los valores x =5 y = 0 (coordenadas del
punto A).

5° 0
=t 7

4 2

=1

Operamos en la ecuacion y obtenemos: 1,5625 + 0 =1

Vemos que la igualdad no se verifica, es decir que ( 1,5625 = 1 ), que implica
que el punto B no pertenece a la elipse.
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n

Ejemplo: Dada la ecuacion de la elipse, determinar los valores de “a”, “b”, “c”,
excentricidad de la elipse y las coordenadas de los cuatro vértices y de los dos
focos.

X2 2
— 4+ y_ =1
16 4
2 2
X y 1
Comparando la ecuacién dada con la ecuacion genérica: a_z + b_z -

Podemos deducir que a2=16 — a=+16 =4

b2=4 = b=.4=2

Por el teorema de
Pitagoras sera:

a2 = b2+ c?

W

De observar el dibujo, vemos que, por el teorema de Pitagoras, sera:

c=+va’ —b’ =4’ -2° = J12 = 346

La excentricidad sera:

346

e = 4 - 0,865  (la elipse tiende a estirarse)

oo
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Coordenadas de los vértices:
Vértice Vi:

Segun el eje X, el vértice estd desplazado una distancia “a = 4” hacia la
izquierda del origen de coordenadas, por lo tanto sera la coordenada X = - 4.
Segun el eje Y, por estar el vértice situado sobre el eje X, su elevacion sobre el
eje Y sera nula, por lo tanto sera Y = 0.

De este modo las coordenadas del vértice seran: Vi (-4;0)

Vértice V>:

Segun el eje X, el vértice estd desplazado una distancia "a = 4” hacia la
derecha del origen de coordenadas, por lo tanto sera la coordenada X = + 4.
Segun el eje Y, por estar el vértice situado sobre el eje X, su elevacidon sobre el
eje Y sera nula, por lo tanto sera Y = 0.

De este modo las coordenadas del vértice seran: Va2 (+4;0)

Vértice Wi:

Segun el eje Y, el vértice esta desplazado una distancia "b = 2” hacia el sentido
positivo del eje (respecto del origen de coordenadas), por lo tanto sera la
coordenada Y = +2.

Segun el eje X, por estar el vértice situado sobre el eje Y, su desplazamiento
sobre el eje X sera nula, por lo tanto sera X = 0.

De este modo las coordenadas del vértice seran: Vi1 (0; +2)

Vértice Wa:

Segun el eje Y, el vértice esta desplazado una distancia *b = - 2” hacia el
sentido negativo del eje (respecto del origen de coordenadas), por lo tanto sera
la coordenada Y = -2.

Segun el eje X, por estar el vértice situado sobre el eje Y, su desplazamiento
sobre el eje X sera nula, por lo tanto sera X = 0.

De este modo las coordenadas del vértice seran: V1 (0; -2)

Coordenadas de los Focos
Foco Fi:

Segun el eje X, el vértice esta desplazado una distancia “c = 3,46"” hacia la
izquierda del origen de coordenadas, por lo tanto sera la coordenada X = - 3,46
Segun el eje Y, por estar el vértice situado sobre el eje X, su elevacion sobre el
eje Y sera nula, por lo tanto sera Y = 0.

De este modo las coordenadas del vértice seran: V. (-3,46; 0)



Matematica II Elipse Ing. Avila — Ing. Moll

Foco F;

Segun el eje X, el vértice esta desplazado una distancia “c = 3,46"” hacia la
derecha del origen de coordenadas, por lo tanto sera la coordenada X = + 3,46
Segun el eje Y, por estar el vértice situado sobre el eje X, su elevacidn sobre el
eje Y sera nula, por lo tanto sera Y = 0.

De este modo las coordenadas del vértice seran: V2 (+3,46; 0)

Ecuacion de la elipse (cuando el centro NO coincide con el
origen de coordenadas)

Se incorpora en la ecuacién las coordenadas del centro de la elipse, para tener
en cuenta la ubicacion de la misma en el sistema coordenado:

(x-h)" -k _,

a b

Siendo “h"” y “k” las coordenadas del centro de la elipse.

Esta ecuacion representa a cualquier punto perteneciente a la elipse, es decir
que para un semieje “a” y otro semieje “b"” conocidos, y para coordenadas del
centro (h ; k) también conocidos, cualquier punto cuyas coordenadas (x:y)
verifiquen esta ecuacion (es decir que operando la ecuacién se iguale a 1)
pertenecera a la elipse. En caso de que la ecuacion de un valor distinto de 1, el
punto no pertenecera a la elipse.
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Ejemplo: Dada la ecuacion de la elipse, determinar los valores de “h”, “k", “a”,
“b”, “c"”, excentricidad de la elipse y las coordenadas de los cuatro vértices y de
los dos focos.

2 2
x-3" (+2° _,
16 4

Comparando la ecuacion dada con la ecuacion genérica:

(x-h)’ -k _,

a b

Podemos deducir que  a?=16 = a=.16 =4

b2=4 — b=.4=2

c=val—b? =4’ —2° = 12 =346

346

La excentricidad sera: e = " 0,865

oo

Vemos que, respecto del ejercicio anterior donde el centro de la elipse coincidia
con el origen de coordenadas, los valores de “a”, “"b” , “c” y la excentricidad no
varian, es decir que la elipse no se deforma al cambiar de posicidn, solo se
modifican los valores de “h” y “k”, que antes eran iguales a cero y ahora tienen
cada una un valor especifico.

En cuanto a identificar los valores de “h"y “k”

Para que (x - h)? seaigual a (x —3)? debeser h =3
Para que (y - k)? seaigual a (x + 2)? debe ser k= -2
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W, Grafico sin escala

Coordenadas de los vértices:
Vértice Vi:

Para ubicar la coordenada X del vértice, debo desplazarme una distancia “*h=3"
hacia la derecha del eje Y, para luego retroceder una distancia “a=4" (hacia la
izquierda), resultando X =3 -4 = -1

Para la coordenada Y del vértice, debo descender una distancia “k=2" por
debajo del eje X, es decir que serd ¥ =-2

De modo que las coordenadas del vértice Vi seran (-1 ; -2)

Vértice V-:

Para ubicar la coordenada X del vértice, debo desplazarme una distancia “*h=3"
hacia la derecha del eje Y, para luego agregar una distancia “a=4" (hacia la
derecha), resultando X =3 +4 =+ 7

Para la coordenada Y del vértice, debo descender una distancia “k=2" por
debajo del eje X, es decir que sera Y =-2

De modo que las coordenadas del vértice Vi seran (+7; -2)

Vértice Wi:

Para ubicar la coordenada X del vértice, debo desplazarme una distancia “h=3"
hacia la derecha del eje Y, resultando X =3
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Para la coordenada Y del vértice, debo descender una distancia “k=2" por
debajo del eje X, para luego subir una distancia * b=2", es decir que sera
Y=-2+2=0

De modo que las coordenadas del vértice Wi seran (+3/; 0)

Vértice W:

Para ubicar la coordenada X del vértice, debo desplazarme una distancia “h=3"
hacia la derecha del eje Y, resultando X =3

Para la coordenada Y del vértice, debo descender una distancia “k=2" por
debajo del eje X, para luego continuar descendiendor una distancia * b=2 " ,
es decir quesera Y=-2-2=-4

De modo que las coordenadas del vértice W1 seran (+3/ - 4)

Coordenadas de los Focos
Foco Fi:

Para ubicar la coordenada X del foco, debo desplazarme una distancia “h=3"
hacia la derecha del eje Y, para luego retroceder una distancia “c=3,46" (hacia
la izquierda), resultando X = 3 — 3,46 = -0,46

Para la coordenada Y del vértice, debo descender una distancia “k=2" por
debajo del eje X, es decir que sera Y =-2

De modo que las coordenadas del vértice Vi seran (-0,46 ; -2)

Foco F,

Para ubicar la coordenada X del vértice, debo desplazarme una distancia *h=3"
hacia la derecha del eje Y, para luego agregar una distancia “c=3,46" (hacia la
derecha), resultando X = 3 + 3,46 = + 6,46

Para la coordenada Y del vértice, debo descender una distancia “k=2" por
debajo del eje X, es decir que serda ¥ =-2

De modo que las coordenadas del vértice Vi seran (+6,46 ; -2)

Hasta aqui hemos contemplado el caso en que la elipse es a eje paralelo al eje
X (o coincidente con el eje X).

Caso en que la elipse es a eje paralelo al eje Y

En este caso la ecuacion cambia levemente de forma:

2 2
(X - h) + (y B k) -1 , , .. .
2 2 - Notese que “b” esta en coincidencia con “X"

b a

A\t /4

y que “a” esta en coincidencia con “y

10



